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Introduction générale

Ou voulu dans ce travail de prendre en étude, la sommabilité 1'un des classe, des opérateurs
qui est la des opérateurs homogeénes, qui sont les opérateurs qui vérifier que

fQx) = Af(x).

Sauf on veut pas voir le type classiques qui sont les linéaire, mais on ait dans autre cas parti-
culierement le cas des sous- linéaires. Aussi il a plusieurs sens de sommabilité pour ce la on a
préféré le cas d’opérateurs Cohen p-Nucléaires, oti on vas franchement lire et détaillé un article
publier en (2016) par monsieur A. Belacel [6] intitulé :"On The Cohen p-Nuclear Positive Sub-
linear Operators" .

On commence par un petit entrer au concept d’opérateur Cohen p- Nucléaires :

Soit X un espace de Banach, et X* est le dual topologique de X dont la boule unité fermé
(Bx),et soit E un espace de Banach réticulé, et E* le cone positive dans E .

Si on considerent que X, Y deux espaces des Banach, et E, F' deux espaces des Banach réticulés
, L(X,Y) est ’espace de Banach, de tout les opérateurs linéaires continues de X dans Y. Pour
1 <p < +ooonap*laconjuguedenp (ie., % + Z% =1).

On note pour d’opérateur Cohen p-Nucléaire pour (1 < p < 400) qui a été introduite par Co-
hen dans [9].

Soit © Un opérateur linéaire ente deux espaces des Banach X;Y , u dit un opérateur Cohen
p-Nucléaire, si pour 1 < p < +oo il existe une constante C telle que C' > 0 et Vn € N
(x1..xp) € X et (y1..y,) € Y.Ona

<c| suwp (Zm(:c*npdm(xw)p < | sup (Zrmy)\p*duz(w)p

#r€Bx+ \ i1 YeBy \i=1

n

=1

La plus petite constante C' qui vérifiée I'inégalité précédente on le note par m,(u).

Est appelé le Cohen p-nucléaire norme sur l'espace N, (X, Y') de tous les opérateurs de Cohen p-
nucléaires de X dans Y qui est un espace de Banach. Nous avons N;(X,Y) = m(X,Y’) (I'espace
de Banach de tous les opérateurs 1-sommants) et N (X,Y) = D (X,Y) (I'espace de Banach
de tous les opérateurs fortement co—sommants)

Dans [[9], Théoreme 2.3.2], Cohen prouve que, si u vérifier le théoreme de domination alors
u est p-nucléaire et il montre que ce théoreme caractérise les opérateurs de p-nucléaires, Dans
[12], Achour et la. Généralisent cette notion aux opérateurs sous-linéaires et ils ont donné un
analogue au "théoreme de domination de Pietsch".

Pour ce catégorie d’opérateurs. Motivés par cela, nous étudions cette notion avec les opérateurs
sous-linéaires positive et nous proposons, un autres, analogue du théoreme de domination de
Pietsch pour ce type d’opérateurs est I'un des principaux résultats de ce mémoire et nous dis-
cutons également sur certaines propriétés concernant cette classe. Il reste pour prouver le théo-
reme de factorisation de Pietsch.

v



Cet mémoire est organisé comme suit : Dans le premier chapitre, nous donnons quelques défini-
tions de bases et terminologies. Concernant les espaces de Banach. Nous rappelons également
certaines notations standard. Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques définitions
et propriétés concernant les opérateurs s-homogenes, les opérateurs p-nucléaire et les opéra-
teurs sous-linéaires positifs. Nous donnons la définition des opérateurs p-sommants positifs
introduite par Blasco [7], [8] et nous présentons la notion de sous-linéaire fortement p-sommant
opérateurs initiés dans [12].

Dans la dernier chapitre, nous donnons le résultat de A. Belacel [6] qui est la généralisons la
classe des opérateurs p-nucléaires de Cohen au positif opérateurs sous-linéaires.

Ot on va voire que cette catégorie vérifier le théoréme de domination, qui est le principal ré-
sultat de ce chapitre.



CHAPITRE 1

L’ESPACE DE BANACH RETICULE

@ ans ce chapitre, on va cité tous les éléments mathématiques que nous souhaitons de 1"utilisé
dans ce qui viennent de notre travail. comme certains définitions de base, théorémes et les
résultats concernant le sujet.. Pour plus d’informations consulté [6], [10], [14], [17].



1.1. PRELIMINAIRES 2

1.1 Préliminaires

Définition 1.1. Un espace vectoriel £ muni d"une relation d’ordre notée < est ordonné, si

(i)Vx € E r <.
(ti)Vx,y,z€ F z<yet y<z=—uz<z
(ii)Ve,ye B x<yety<z=—z=y.

Définition 1.2. Un espace vectoriel ordonné X la dont pour les quel toute paire d’éléments a
une borne supérieur est appelé espace vectoriel réticulé, i.e.,

Ve,y € X, sup(z,y) € X et inf(z,y) € X. (1.1)

Définition 1.3. Soit X un espace vectoriel réel ordonné, X est completement réticulé, si

VA e X telque A# & A majoré = sup (A). (1.2)

Définition 1.4. Soit X un espace de Banach. X est un espace de Banach réticulé, Si X est réticulé
et

{(Oueex il =l
iveye X  lal <yl = lloll < llol

Notons que

+ +

|z]| = sup (x, —z) telque z =2" —2~ et |z|=2"—27,0ou 27 =sup(z,0) et x~ = sup (—=x,0).

tel que
sup ((z + 2), (y + 2)) = sup (z,y) + 2

Pour plus de d’etails voir [14] et [18].

Exemple 1.1. L'espace L;([0, 1], i) est un espace de Banach réticulé .
Tout espace des Banach réticulé réflexif st un espace de Banach complétement réticulé .

Remarque 1.1. C(k) L'espace des fonctions définit et continues sur un compact k a valeurs dans
R est un espace réticulé muni de 1’ordre partiel définie par :
f<ge flz) <glx) Va ek (13)

Démonstration. On a sup {f, g} (x) = max (f(z),g(x)) .
On montre que sup(f, g) existe et appartient a C(k),

o f(2) flx) > g(x),
max(f, g) = { g(z) g(x) > f(x).

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogenes sommables



1.1. PRELIMINAIRES 3

dong, est définie
Soit zy € k, im0, sup { f, g} () = sup {f, g} (z0) ,

~ limg sy, f(2), si f(x) > g(x) (auvoisinage xy),
| limgya g(2), siog(x) > f(z) (auvoisinage ).

(o

En générale C'(k) n’est pas completement réticulé. O

Proposition 1.1. Le dual X*[[|d"un espace de Banach réticulé X est un espace de Banach completement
réticulé muni de l'ordre naturel,

r; <y <= (27, x) < (xh x) Vo e XT. (1.4)
On (, ) indique le crochet de dualité, et X I'ensemble des éléments positifs de X.

Démonstration. Nous allons esquisser la démonstration, nous définition le cone positif dans X*

par
>0« 2%(zr) >0 Ve e X*

Dans ce cas, il est facile de vérifier que pour tout z*, y* dans X* et pour tout z > 0 ,on a
(z*Uy")(z) =sup (z*(u) + ¥y (r —u) : 0 <u < x),

et
(z*Ny*)(z) =inf (z"(v) +y"(r —v) : 0 < v <x).

De plus détails voir [14]. O

Remarque 1.2. Nous désignons par un sous-lattice d’un espace de Banach réticulé X le sous-
espace linaire £ de X, tel que

Ve,y € E,;sup{z,y} € E. (1.5)
L'injection isométrique ¢ : X — X** E| tel que
(i(x),z") = (x,x"). (1.6)
envoie X dans un sous-lattice de X**. pour plus d'information si on considére X comme un
sous-lattice de X** pour tout 1,22 € X
11 < xp = (11,27) < (29,27) V2" € X7, (1.7)

On pourra consulter[14].

1. la dual topologie de X
2. la bidual topologie de X

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables



1.1. PRELIMINAIRES

Définition 1.5. Soit X un espace de Banach réticule, et soient n € Net 1 < p < +o0. On note

par X () 'espace de suite d’éléments 2 = (z,.....,7,) € X menu de la norme

st 1 <p<+oo.

(s fol)7 |

(SUPy<jcn |i])|| 8P p = F00.

{ lellxey =
HxHX(lioo) =
De plus 'espace X () équipé de I'ordre naturel,

r<y<=ux; <y Vi

Est un espace de Banach réticulé.

(1.8)

Définition 1.6. Soit X un espace de Banach et 1 < p < +o00. On note par [,(X )ﬂ(resp. (X )E[)

I'espace des suites (x;) (resp.(z;)1<i<,) dans X menu de la norme

“+oo

1
21y, = || (D lail?)?

i=1

(resp [|(@)i<iznlli o = || l2:)7 ).
=1

Et soit [/ (X) E| (resp " (X) ﬁ) les espaces des suites (x;) (resp (;)1<i<n) dans X menu de la norme

+

[%illwxy = sup (
0 llpllxx<1 5

(s, ) )7,
1

l@)1sisnllignoy = sup (Y [za @)[F)7.

||¢||X* <1 i=1

Corollaire 1.1. Soient les résultats suivants :

(1) 1,(X) =1(X)si1 <p< +ooet dim(X) < +oo.

(2) loo(X) = 14.(X) si p = +00.

(3) I5(X) = B(ly-, X) si 1 < p < +oo (isométriquement).
(4) I{(X) = B(Cy, X) si p = 1 (isométriguement),

(tel que p* la conjugué de p, i.e., i + # =1)

3. Lp(X) = (901‘)1‘21 ||(xi)HLP(X) < +oo}.
4 Lp(X) = 1 (@:)is H(l”i)HL;;(X) < too,.
5. Ly(X) = { (zi)i>1 ||(%)HL;(X) < 400 }.
6. Len(X) = {(@)y  @)llpgnix) < +o0 )}

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables



1.2. LES OPERATEURS LINAIRES ET IDEAL ET HOMOMORPHISME 5

1.2 Les opérateurs linaires et Idéal et homomorphisme

Définition 1.7. Soit 7" : X —— E un opérateur linaire. On dit que 7" est un opérateur linaire du
rang fini. Si

dim7T'(X) < 4o0.

Définition 1.8. Soient £ un espace de Banach, X est un espace de Banach complétement réti-
culé. Un opérateur u € B(E, X) est dit borné pour 'ordre, si u(Bx) est borné pour 1’ordre dans
X.

Remarques 1.1. ,

1. Soitv [,» — X un opérateur linéaire et v(e;) = z;. Alors

[ol] = Nzl

(avec (e;)i>1 labase canonique de X, et - + > =1).

2. Soit u € B(E, X) un opérateur borné pour 1’ordre on pose

.

Alors j définie une norme sur J(E, X ) I'espace de tous les opérateurs bornés pour 1’ordre
de E dans X.

sup [u(z)|

rEBx

J(u) =

Définition 1.9. Soit X un espace de Banach réticulé et soit / un sous-espace de Banach réticulé
de X. On appel I un idéal, si

Vee X,Vy el lz| < |y| =z € I. (1.9)
Et Soit n € Net (z;.....z,,) € X. Lidéal I(z;.....z,) engendré par les points (z; .....z,) est
{re X, INeR lz] < (Jeg].oono e lz,])}-

Définition 1.10. Soit » X — Y un opérateur linaire borne. On dit que h est homomorphisme,
si

Vo e X, h(z') = h'(z) = h(]z|) = |h(x)].

Va,y € X, h(sup{z,y}) =sup{h(z),h(y)},

1
et sup {z,y} =5 (|l —y[+a+y).

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables



CHAPITRE 2

LES OPERATEURS SOUS-LINEAIRES
POSITIFS P-REGULIER

@ ans ce chapitre, on a introduit plusieurs notions et on a définie quelques classes d’opéra-
teurs comme celle de les opérateurs homogenes, les opérateurs positivement homogenes,
les opérateurs sous-linéaires et les opérateurs sous-linéaires positifs p-régulier aussi on a inclus

le concept de sous-linéaires positifs fortement p-sommants . Pour plus d’informations consulté
[6], [111.




2.1. LES OPERATEURS HOMOGENES 7

2.1 Les opérateurs homogénes

2.1.1 Les opérateurs positivement homogenes

Dans cette section nous donnerons une apercu générale sur la classe des opérateurs
positivement homogene.

Définition 2.1. Soit s € [1, +o0o[. Soit 7" un opérateur d'un espace de Banach X dans un autre
espace de Banach Y. T' Est dit s-positivement homogene opérateur si et seulement si, pour tout
rdans X et (A €R;),ona

T(Az) = N*T(x) (i.e., s-positivement homogene). (2.1)
Si s =1, cest un cas de type positivement homogene.

Remarque 2.1. Notons que la multiplication d"un opérateur s-positivement homogene par un
nombre réel est aussi un opérateur s-positivement homogene . La somme de deux opérateurs
s-positivement homogenes est aussi un opérateur s-positivement homogeéne . La multiplication
de deux opérateurs s-positivement homogene est un opérateur 2s-positivement homogene.
Acceptons les notations suivants :

H,(X,Y) ={ opérateurs s-positivement homogenes 7': X — Y'}.

Sion le menu par l'ordre naturel de Y et Y est Banach réticulé, on a 7} et 7, sont dans H (X, Y)
alors,

T <T) <— Tl([E) < TQ(ZE), Vo e X.
Maintenant, on va lancé cette propriété.

Remarque 2.2. Soit X un arbitraire d’espace de Banach . Soient Y, Z deux espaces de Banach.
Ona

(1) Si, T dans Hy(X,Y) et w en L(Y,Z). Alors, uoT € H(X, Z).
(2) Si, u dans L(X,Y)[[ et T en H,(Y,Z). Alors, Tou € Hy(X,Z).

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables



2.1. LES OPERATEURS HOMOGENES 8

2.1.2 Les opérateurs sous-linéaires

Dans ce paragraphe, nous introduirons une nouvelle classe d’opérateurs qui est la classe des
applications sous-linéaires. Elles sont positivement homogenes et sous-additives. Pour plus du
détails nous vous référons a [5], [15] . these doctorat TIAIBA [17].

Définition 2.2. Soit X un espace vectoriel et Y un espace vectoriel réticulé. Soit 7': X — Y.
On dit que 7" est un opérateur sous-linéaire, si

Vee X, INeR, T(A\zx)=\T(x),

et
Ve,ye X, T(x+y) <T(x)+T(y).

On note par :
SL(X,Y)={T X — Y opérateur sous-linéaire de X dans Y}.

Remarques 2.1. ,

(i)SoitT: E — F,siT € L(E,F),alors T € SL(X,Y).
(ii) Si T et S deux opérateurs sous-linéaires, alors 7' + S est un opérateur sous-linéaire.

Proposition 2.1. Soient X un espace vectoriel, Y un espace vectoriel réticulé, T € SL(X,Y"), alors
N eR", et Ve e X MNT'(x) <T(Ax). (2.2)
Démonstration. Soient A\ € R*, z € X.
(@) Six>0,
OnaT e SL(X,Y), donc
AT (z) = T(\x),

< T(Ax).
(ii) Si A < 0.
Ona
0=TM\x — A x) <T(=A\z) + T(\zx),
= —T(—\z) <T(\x).
Etona
AT(z) = =(=AT(x)),

= —T(—\x).

Donc

AT (z) < T(A\x).
]

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables



2.1. LES OPERATEURS HOMOGENES 9

Proposition 2.2. Soient X,Y et Z trois espaces vectoriels dont Y et Z réticulés.

a) Soit T' dans SL(X,Y) et udans L(Y, Z) croissant. Alors

woT € SL(X, Z). (2.3)

b) Soient u dans L(X,Y) et T dans SL(Y,Z). Alors

Toue SL(X, Z). (2.4)

Démonstration. a) 1) Soient z,y dans X. Alors

wo T(x+y) =u(T(z+y)),
<u(T'(z) +T(y)),
<wuoT(x)+uoT(y).

D’ou
woTl(z+y) <uoT(x)+uoT(y).

2) Soit A dans R, et x dans X.

woT(Ax) = u(T(A\x)),

= u(AT'(z)),
= AMuoT)(x).
D’ou
uoT(Ax) = MNuoT)(z).
Donc

uwoTl € SL(X, Z).
b) 1) Soient z, y dans X.
Tou(z+y) =T(ulx+y)),

= T(u(z) +u(y)),
< Tou(r)+Tou(y).

D’ou

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables
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Tou(x+y) <Tou(x)+ T ou(y).

Donc

Toue SL(X,Z).
2) Soit A € R* etz € X.
T ou(Az) = T(Au(z)),
= AT o u(x).

Donc

Toue SL(X,Z).
]

Proposition 2.3. Soient X,Y et Z trois espaces de Banach dont Y réticulé, C une constante positive et
T : X — Y un opérateur sous-linéaire borné. Soit v : X — Z un opérateur linéaire injectif, tel que

1T ()] = C llv()]l- (2.5)

Alors, il existe T v(X) — Y sous linéaire, tel que

T=Touv et HTH <C. (2.6)
Démonstration. On pose
T(z) = T(v™'(2)).

Cette application est bien définie puisque le noyau de v est inclus dans le noyau de 7" (d"apres
I'hypothese v(z) = 0 = T'(x) = 0).T est sous linéaire. En effet,
soient 21, z; dans v(X) C Z, et z1, xo dans X, tels que v(x1) = 21 et v(xy) = zo et A > O et

T(Az) = T(Av(xq)),
= Tv (\w(xy)),
= \T'(x1),
= AT (v (1)),

Dongc,

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables



2.1. LES OPERATEURS HOMOGENES 11

Ce qui implique que

VeeX  |T@)| = Hﬂv(a:))H < Clv(z)],  (par hypothese).

Donc

V2 € u(X) Hf(z) <.

]

2.1.3 Les relations entre les opérateurs sous-linéaires et les opérateurs li-
néaires

Proposition 2.4. [5] Soient X, Y deux espaces vectoriels dont Y réticulé, T € SL(X,Y") et X, un sous
espace vectoriel de X. Soit u dans L(X,,Y), tel que u < T'. Alors

Ir: X »Y sous-linéaire, tel que T/XO —wuetT <T. (2.7)

Corollaire 2.1. Soit T' : X — Y un opérateur sous-linéaire (pas linéaire). Alors, il existe S : X =Y
sous-linéaire, tel que S < T.

Lemme 2.1. Soient X, Y deux espaces de Banach réticulés et T dans SL(X,Y). Supposons que il existe
wdans L(X,Y), tel que T' < u. Alors

T=u
Démonstration.
T<u=T(z)<u(z), Vo e X.
(En remplagant x par —x),
= T(z) <u(x) < -T(-x), Vo € X,
= T(x) <ulx) < -T(—z) <T(x), Vo e X.

]

Théoreme 2.1. [17] (Théoréme de Hahn -Banach). Soient X, Y deux espaces vectoriels dont Y comple-
tement réticulé, T € SL(X,Y") et X, un sous-espace vectoriel de X. Soit u dans L(X,Y") tel que u < T.
Alors,

u se prolonge en un opérateur linéaire u € L(X,Y), tel que

u<T. (2.8)

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables
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Définition 2.3. Soient X,Y deux espaces vectoriels dont Y réticulé et 7" dans SL(X,Y). On
appelle sous différentiel de 7', 'ensemble

VI ={ueLX,Y) u<T}. (2.9)
Lemme 2.2. Soient X,Y et T comme dans la définition (2.3) Alors, VT est convexe

Démonstration. Soient uy,us € VI' A € [0,1] etz € X

(T =X up + Aug) () = (1 — Nug(x) + Aug(z),
< (1= NT(x) + AT(2),
< T(z)
Donc
(1 = Nug + dug) € VT.
Donc VT est convexe. ]

Proposition 2.5. Soit T" dans SL(X,Y"), Alors

(a)

{u() uweVT} =[-T(-z),T(x)].
Ou la notation |, ] désigne l'intervalle d’ordre.

(b) Pour tout x dans X il existe u,, € VT, tel que

T(z) = uy(z), {i.e.,T(x) = sup u(x)}.

uevVrT

Théoreéme 2.2. [15]Soient X,Y deux espaces de Banach dont Y complétement réticuléet T : X — Y
un opérateur sous linéaire continu. Alors,

(i) |IT]] < sup,evrllul < 2||7
(i) Vo € X sup,eur {IT@]. [T(-2)} < supyegr [u(@)] < |T(@)] + |T(~)]

Corollaire 2.2. Soit T': X — Y un opérateur sous-linéaire entre deux espaces de Banach X,Y dont Y
réticulé. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) T continu ,
(ii)) Yu € VT, u est continu.

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables
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2.1.4 Les opérateurs sous-linéaire p-convexe et p-concave

Définition 2.4. Soient I/ un espace de Banach arbitraire, X un espace de Banach réticulé et
soient 1 < p < 400, T : E — X un opérateur sous-linéaire. On dit que 7" un opérateur sous-
linéaire p-convexe, si 3¢ > 0 ( c est une constante ) ¥n € N. Les opérateurs T,, : [J(E) — X(I7})
telsque T, (z1....x,) = (T(x1),,.T(x,)). Sont uniformément bornés par c.

Définition 2.5. Soient I/ un espace de Banach arbitraire, X un espace de Banach réticulé et
soient 1 < p < 400, T : E — X un opérateur sous-linéaire. On dit que 7" un opérateur sous-
linéaire p-concave, si 3¢ > 0, ( ¢ est une constante ) ¥n € N. Les opérateurs T;, : X(I7) — [7(E)
tels que T,, (z1....z,) = (T'(z1),,.T(z,)). Sont uniformément bornés par c.

Remarques 2.2. ,

(i) Un espace de Banach réticulé X est p-convexe (resp. p-concave), si (id,) est p-convexe (resp.
p-concave).

(ii) Tout opérateur sous-linéaire p-convexe (resp. p-concave) est borné. Et ||T'|| < ¢?(T) (resp.
IT)l < e,(T)).

Tel que ¢”(T') est la plus petite constante ¢ vérifier ces propriétés de p-convexe. Et ¢,(7') est la
plus petite constante ¢ qui vérifier ces propriétés de p-concave.

(iii) Tout espace de Banach est 1—convexe et co—concave.

L’opérateur sous-linéaire p-convexe et I'opérateur sous-linéaire p-concave pour 1 < p < +o0
sont décroissants et croissants avec p respectivement.

Exemple 2.1. L'espace L, pour 1 < p < 400 est p-convexe et p-concave et ¢?(L,) = ¢,(L,) = 1.

2.2 Les opérateurs sous-linéaires positifs

Définition 2.6. Soit 7' X — Y un opérateur sous-linéaire et dit positif, si

Ve € X, T(x) > 0.

On note par
SLT(X,Y)={T X — Y opérateur sous-linéaire positif} .

Remarque 2.3. Soit u € L(E, I'), alors |u| est un opérateur sous-linéaire positif.
Définition 2.7. Soit T € SL(X,Y’). On dit que T est borné ou continue, si

Vee X, >0, [|T(z)] <c|z]. (2.10)
tel que

1T} = sup [|7'(z)]]

xeBT

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables
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Proposition 2.6. Soient X un espace Banach, Y un espace Banach réticulé et T € SL(X,Y'), alors

T continue <= T' continueen 0,
<= Jc> 0,V e X, [|[T(2)|| <clz]-

De plus T et borné .

Démonstration. (1) T continue = T continue en 0 ? (évidente).
(2) T continueen 0 = 3¢ > 0,Vzx € X, || T(2)|| < c¢||z||, de plus T" et borné.
soit 7' € SL(X,Y) continue en 0, donc

B >0,Ve(#0) € X, [z <= [T(2)] <1

.On pose y = (ﬁ)ﬁ, alors

=gl

— |T@)] < %qu.

On pose ¢ = %, alors
T ()] < c|z

.(3) T continue = 3¢ > 0,Vzx € X, et |T(2)| < c||z||, de plus T et borné.
Supposons que Jc¢ > 0,Vx € X, et ||T(x)|| < c||z]-

Donc Vzg € X, on a

{ T(x)<T(x—z9)+T(xr9g) = T(x)—T(x9) <T(x— z0),
T(xg) <T(xg—2)+T(x) = T(x9) —T(x) <T(x9— ).
Donc Vz € X,
T(x) — T(zo)| < |T'(x — wo)| + [T'(zo — )|,
1T (z) = T(xo)|| < |T'(x — o)l + [|T'(z0 — )],
< 2c||z — o).
Donc T est continue. O

Définition 2.8. Soit 7' € SL(X,Y), on dira que T est symétrique, si

Vee X, T(x)=T(—x).
De plus, si X est réticulé, alors 1" est croissant.

(ei., Ve,ye X o <y=T(z) <T(y)).

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables
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Proposition 2.7. Soient E, X deux espaces de Banach réticulé et T € SL(E, X). Ona
T est symétrique = T est positif (T > 0)

Démonstration. Vx € X,
T(x—x)=0

Donc T est positif (1" > 0). O
Lemme 2.3. Soit T' € SL(X,Y') une partie croissant, si |T'| il existe. Alors
T ()] < [T (|).

Démonstration. On a
x<lz| et x <|—z|.

Et
Vee X, T(x) <T(|z|).
Vee X, —T(z) <T(—x).
< T(|lz]).
Donc

Ve e X, |T(z)| <T(|x]),
< |T](|z]).

]

Nous étudions maintenant la continuité d'un opérateur sous-linéaire positif croissant. Nous
adaptons le méme démonstration comme dans le cas linéaire voir [4,[16]

Théoreme 2.3. [6] Soit T' E — F un opérateur sous-linéaire positif et croissant, alors T" est continue.

Démonstration. On suppose que 1" est continue.
Donc 3(z,,) € E, tel que ||z,| = 1.
On pose
|T(z,)|| > n® VneN.

[ T()| < T(|]).

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables
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Donc pour z,, > 0,

> Han < 400, VneN.

n>1

Comme FE est complete, la série ) | ., 7% convergence en norme sur F.
Soitz =) ., %, telque0 < 23 <z, Vn e N.
Comme 7' est croissant. On a

T(n2) < T(x) ¥neN.

Alors
n < HT

(<||T 2)|| < +oo, ¥n € N.

Par la monotonie de la norme du F, donc c’est une contradiction. Alors 7" est continue. O

2.3 Les opérateurs sous-linéaires positifs p-régulier

Définition 2.9. Soit " E — F un opérateur sous-linéaire positif et borné. On dit que p-régulier,
sidC > 0,V(z;), € Fetl <p<+0c0.0Ona

Z|T ;)| <C <Z\xi|p> . (2.11)

F E

'c\H

On note
py(E,F)={T E — F opérateur sous-linéaire positif p-régulier }

py(T) =inf {C >0 est C' vérifie I'inégalité [2.11]} .

Proposition 2.8. [l6] Soit 1 < p < +oc. Les deux propositions sont équivalentes
(i) F' Est p-concave,
(ii) Les opérateurs sous-linéaires positifs p-réguliers T' E' — F est p-concave.

Démonstration. (ii) = (i) Pour E' = F et T = id, alors F est p-concave.
(i) = (i1) Donc F est p-concave i.e.,

Y(frofs) € F,

(aninp) <5 Z|f|p
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Donc V(z1....z,) € E,
" 1
(Z e H’”) <3 (Z |T<xi>|p> ,
1=1
<ot (Sier)
i=1
;
< (Z |z |” ) :
i=1
Tel que a = 5 ||T|.
Alors T p-concave. O
Proposition 2.9. [l6] Soit 1 < p < +o0. Les deux propositions sont équivalentes,
(i) E est p-convexe.
(ii) Les opérateurs sous-linéaires positifs p-réguliers T :EE — F est p-convexe.
Démonstration. (i) = (ii), Car E est p-convexe (i.e.).
V($1xn) € E,
1 1
(Z HT(%)HP> <7l (Z Ifci\p> :
i=1 i=1
<aT] (Z ||$i||p)
i=1
Alors T' p-convexe. O

2.4 Les opérateur sous-linaires positifs fortement p-sommants

Définition 2.10. Soient £/ un espace de Banach, F' un espace de Banach réticule. Soit T : ' — F’
un opérateur sous-linaire. On dit que 71" est fortement p-sommant (1 < p < 4+00), si il existe une

constante C' > 0,Vn € N, V(2y....x,) € E, V(y;...y;;) € F;.Ona

Zi (2.5 < Cll @)y 590 1150 e
yEBp P

On note

Dy(E,F)={T E — F un opérateur sous-linaire positif fortement p-sommants }.

df(T)={C >0 est C' vérifie 'inégalité I

(2.12)
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Remarque 2.4. Pourp =1.0Ona D} (E,F) = SBT(E, F).

Théoréeme 2.4. [12] Soient E un espace de Banach, F' un espace de Banach réticule. On a T €
SB*(E, I) est fortement p-sommants (1 < p < +00), si il existe une constante C > 0 et y € Bpw un
mesure de probabilité de Radon, on a

1
pT

[(T'(x), y")| < Cll]] (/B ly"(y™)I” du(zf*))

Kh.AKEDI Sur les particuliers opérateurs homogeénes sommables



CHAPITRE 3

LES OPERATEURS SOUS-LINEAIRES
POSITIFS COHEN P-NUCLEAIRE

@ ans ce chapitre, on va cité la classe des opérateurs sous linéaire positifs Cohen p-Nucléaire.
La dont et comme résultat principal on va mentionné le théoreme de domination de Pies-
cht pour ce type d’opérateurs.

Pour plus d’informations consulté [6],[9],[2],[7],[11].

19
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3.1 Les opérateurs sous-linéaires Cohen p-Nucléaires

3.1.1 Les opérateur sous-linaires positif p-sommants

A travers ce sous-section, nous rappelons la définition de Les opérateur sous-linaires positif
p-sommants, en utilisant [6], qui a été d’abord indiqué dans le cas linéaire par Blasco dans [7].
Pour la définition de p-sommant et des propriétés associées, le lecteur peut voir [2] .

Définition 3.1. Soit 7' £ — F un opérateur sous-linaire positif, on dit que 7" est p-sommant tel
que 1 < p < +o0,si 3C' > 0 une constante, Vn € Net V(z;...z,,) € E.Ona

1Ty ) < Ol g 31
On note
SILY(E,F) ={T E — F opérateur sous-linaires positif p-sommants} .
7 (T) = inf {C > 0,est C' vérifie I'inégalité [3.1]} .

Théoreme 3.1. [6l]. Soit T E — F un opérateur sous-linaire positif borne, on dit que est p-sommant
(1 < p < 40o0), si il existe une constante C' > 0 et il existe y, un mesure probabilité tel que u € (BE.).

Ona
IT@) < ¢ (/B

X*

P

(|| (rv*))pdu(X*)>
Démonstration. C’est sémilaine au cas linéaire [voir [7]]. O

3.1.2 les opérateurs sous-linaires positif p-Nucléaires

A travers ce sous-section, nous présentons ’extension suivante a la classe des opérateurs
Cohen p-nucléaires. Nous donnons le théoreme de domination pour ce catégorie. Pour plus
d’informations consulté [6]]

Définition 3.2. Soit 7' :E' — F un opérateur sous-linaire positif et borné. On dit que p-
Nucléaires pour 1 < p < 400 si 3C > 0 une constante et Vn € Net (xy...z,,) € E, (y}...y}) € F*F.
Ona

n

Z (T(zi, ;)

=1

<C sup <Z<|xz-|<x*>>pdm<x*>>p>< sup (Z@:(y**))p*duz(y**))p

:E*EBE* i1 y**GB;** i—1

(3.2)
De plus, on note
SNS(E,F)={T E — F un opérateur sous-linaire positif p-Nucléaires } .

ns(T) =inf {C >0, est C' vérifie I'inégalité [3.2]} .
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Remarque 3.1. Sip=1,0ona

(i) SIIy (E, F) = SN{"(E, F),,
(ii) SN, (E, F') est un espace de Banach .

Définition 3.3. [11] Soit X un espace de Banach, Y un espace de Banach réticule, et soit 7" : X —
Y un opérateur sous-linaire positif 7" dit Cohen p-Nucléaire (1 < p < +00), si il existe une
constante C' > 0,Vn € N, (z1....7,) € X, (y7...y;) € Y. Ona

n

=1

<C sup H:L“ @il sup Ny (W)l (3.3)

T EB yeB

p*

On note par
NS(X,Y)={T E — F un opérateur sous-linaire positif Cohen p-Nucléaires} .
0 (T) =inf {C >0, est C vérifie I'inégalité [3.3]} .

Définition 3.4. Soient 7" € SB*(E,F), v I} — F} un opérateur linaire et borné, I'opérateur
sous-linaire positif et borné 7" dit Cohen p-Nucléaire, si il existe une constante C' > 0, Vn € N,
(21...x,) € E.Ona

n

D (T(x), v(er)

i=1

< C sup ||fE @)l Ml0ll- (3.4)

mEB

Telle que ¢; la base canonique de [;).

Remarque 3.2. Les deux définitions (3.2) et (3.3) sont équivalente, si pour tout opérateur sous-
linaire positif 7:X — Y ona Y est réflexif.

Proposition 3.1. soient X un espace de Banach réticulé, Y un espace de Banach complétement réticulé.
Soit T' un opérateur sous-linéaire borné de X donsY.

Supposons que T soit positif Cohen p-nucléaire. Alors pour tout opérateur sous-linéaire borné S, tel que
S < T, S est positif Cohen p-nucléaire.

Démonstration. Soient x; € X1,y; € Y}, que applique (1.7), il existe

(S(wi),y7) < (T(2:),97) -
Utiliser [[11] (2 2)], L’esprit
—(S(@:),y7) < (T(=zi),9;) -
Doncpour1 <i<n,ona

ZI (), 4] |<Zsup{ i) AT(—2:), )}
<ZSHP{| (@), y) | (T (=), v}

<Z! (i), y; |+Z!
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Donc

ZI (i), 4 < 20, (T) sup |2 ()|l sup [l ()]l -

Tr*EBx* y€ Y

Alors S est positif Cohen p-nucléaire et

my () < 20, (7).
Ainsi, nous avons fini preuve. ]
Remarque 3.3. Si S, T sont des opérateurs sous-linéaires, nous n’avons pas de réponse.

Corollaire 3.1. Soient T' un opérateur sous-linéaire positif Cohen p-nucléaire, pour tout u dons VT, si

we NS (X,)Y)=u" e SILL(X,Y). (3.5)
Tel que p, p*, sont conjugue.

Démonstration. Soient T' un opérateur sous-linéaire positif Cohen p-nucléaire, pour tout u dons
VT, siu € NF(X,Y). que applique la proposition (3.1) (remplacer S par u). Si u est un opéra-
teur sous-linéaire positif Cohen p-nucléaire, donc par [[11], Théoréme 4 1] u est un opérateur
sous-linéaire positif p-sommant. Alors par[[9], Théoréme 2 2 1] v* est un opérateur sous-linéaire
positif p*—sommant.

O

Théoréme 3.2. Soient X un espace de Banach, E, F deux espaces de Banach réticulé, soit T €
SBH(X, E)est u un opérateur positif tel que uw € B(E, F)et v e BY,X)

(i) si T est Cohen p-Nucléaire, alors u o T' est un opérateur sous-linaire positif Cohen p-Nucléaire, et
my (wo T) < Jlul ny (T).

(ii) si T' est Cohen p-Nucléaire alors T o v est un opérateur sous-linaire positif Cohen p-Nucléaire, et
m, (T ow) < vl 0, (7).

Démonstration. (i) Soientn € N, (z;....z,) € E, (27...2}) € Z on preuve que,

n

S (T(a,), =)

=1

<C sup |z* (Iz)Hln o] -

T*EBx*

OnavZ — ., tel que v(z) = > 1, 2/ (2)e;.
Donc

1. SBY(X,Y)={T :X — Y T un opérateur sous-linéaire positif bornée} .
2. B(X,Y)={T :X — Y T unopérateur bornée}.
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n

S WT(,), =)

n

PRACHR )

)

i=1 i=1
<O sup [l (@)l o]
T*EBx*
<, (T) sup [l2" (i)l ]l -
JZ*EBx*
Tel que
wly) = ) (u'(z), ) e

D’ou implique que

Jwl[] < [lull sup [[(2(2))1<i<nll ,
yEBy
< [lull o]

(ii) Soient n € N, (e;y...e,) € Eet (yi...y;) € F¥.Ona

‘Z<T05(6i),y2‘> <, (T) sup (ZI(S(@)J*H”) vl

x*EB;*
(o S0
[5* ()]

1

<y (T)1S] sup <Z|<ei,6*>!”)p|lvll-

e*€BL. \i=1

1
P\ P
) o]l

<n, (T) sup [|S*(a")] (Z

x*eB;* i=1

]

Théoreéme 3.3. (Théoreme de composition)
Soient X un espace de Banach, E, F' deux espaces de Banach réticulés, T € SB* (X, F) est u un opéra-
teur positif, tel que w € B(E, F) et v e B(Y, X).

(i) Si T est Cohen p-Nucléaire alors u o T' est un opérateur sous-linaire positif p-Nucléaire, et
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ny (o T) <l n, (T).
(ii) Si T est Cohen p-Nucléaire alors T o v est un opérateur sous-linaire positif p-Nucléaire, et
ni (Tov) < |lo]l o (T).
Démonstration. Avoir méme preuve que la théoreme précédent (3.2) O

Théoréme 3.4. Soit T' E — F un opérateur sous-linaire positif borné. Les deux propositions sont
équivalents

(i) l'opérateur T'€ SN (E, F) .

(ii) Puer Z un espace de Banach, on a v :E — Z un opérateur sous-linaire positif p-sommant, et
v :Z — F un opérateur positif p-sommant tel que T' = uv.

Démonstration. (i) = (ii) On consideére 'opérateur

ug : X — LP(B%., p),
z— (|z|,.).

On note
Ve e X, [T < Cluo(z)|l-

Soit Z un sous-espace fermé dans L, (1), tel que

Z = up(X).

Soit u : X — Z un opérateur induite. On dit que u un opérateur sous-linaire positif p-sommant,
avec
T (T) < 1.

et écrivons T' = vu pour tout v € [(Z, F), y* € F*".Ona
[o* (y) I = sup {[{u(@), v (y" NI} + llul@)]], < 1,

— sup {|(T(2), 47)]} - / o™ [P du(a™) < 1.

§C</3+

1
&

By«
p
F**

(Rl dA(y*”)
Par le théoreme de domination de Pietsch, et pour
v e I (F*, Z%), mh (v*).

Donc, qui implique que
vepy(Z,F).
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(it) = (i) Soient x1..x, € E, yi..y5 € F*T.Ona

n

S (Tw:). y))

=1

n

= > (vu(z:), 57)

=1

9

<. A <y:<y**>>p*dA<y**>)p ,

1=

A
Q
VR
I'M:
T
8
&,
=
¥
=
&
N
N——
3

1

<C sup <Z<\xi!<x*>>pdu<x*>)p <5, (Z@Z‘(y**))m(y**))p'

i=1 y*e€Bf. izl

Alors I'opérateur
T € SN (E,F).

3.2 Application

Le principal résultat de cette section est la prochaine extension du théoréme de domination
de Pietsch a cette classe d’opérateurs.
Pour prouvé, nous utiliserons le théoreme (3.4). Dans [12], Achour et al. utilisé le lemme de Ky
Fan pour prouver le théoreme de domination.

Théoreme 3.5. Les deux propositions sont équivalente,
(i) T :E — F et un opérateur sous-linaire positif et de Cohen p-Nucléaire et

n, (T) < C

(ii) Il existe une constante C' > 0, et soient p, o deux mesures de Radon positif, tel que p, € Bj. et
po € Bi.. Nz € X, y* € F**.Ona

|<T<x>,y*>|sc</3+

E*

1
pT

(" (™))" duz(y**)) : (3.6)

B =

(] (x*))pdm(fr*)>

Démonstration. (ii) = (i) soient z1..z,, € E, y;...y: € F*T,ona

(T (), 5 < C ( I (ﬂf*))pdm(x*)) p ( | :<y**>>P*du2<y**>>

E*

1
p*
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Donc pour la somme, on a
1
p*

<OZ</ (i )Pl *)) (/B Wiy **))p*dm**)) ,
(Z/ (i ()P )(Z/ Wiy **”du(**)>l*,

<C sup <Z<|xi|<x*>>pdm<x*>>p sup <Z<y:<y**>>p*du2<y**>>p'

JS*EBE* =1 y**GB;:** =1

D=

Z( i), ;)

=1

Alors T est un opérateur sous linaire positif p-Nucléaire .

(i) = (i) T € SNS(E,F), Ainsi selon ce qui précede T = uv ot u € SILI(E,X) et v €
Df (X, F), donc pour [[1] Théoréme 4.13] il existe une constante C' > 0, et soient iy, 1o deux
mesures de Radon positif tels que y; € Bf. et us € Bf.. etVe € X, y* € F**.Ona

(VAN
Q
o
+
8
s
N
=
oY
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Nous sommes maintenant préts a utilisant le théoréme "‘Grothendieck-Maurey"” dans le cas

sous-linéaire positif.

Théoréme 3.6. Soient E, F' et G trois des espaces de Banach réticules, ott G est un espace 2-concave.
Soient T :C(K) — E est un opérateur sous linaire positif 2-réqulier, w :E — F est un opérateur positif
2-concave, v :F' — G est un opérateur sous linaire positif fortement 2-sommant, alors v o w o T est un
opérateur sous linaire positif Cohen 2-Nucléaire, et

my (vowoT) < dy(v)C5 (w)ps (T).

Démonstration. Soient T' :C(K) — E est un opérateur sous linaire positif 2-régulier, w :E' — F
est un opérateur positif 2-concave, v :F' — G en utilisant [[2], Théoréme 3.6], il existe

wo T € ST (C(K), F).

alors par. [Théoreme (3.4) ], alors vowoT est un opérateur sous linaire positif Cohen 2-Nucléaire,
et
m, (vewoT) < dy (v)Cy (w)p; (T).
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Proposition 3.2. Ona
SN (E,F) C SITH(E, F) et = (T) < nt(T). 3.7)
Démonstration. Soit T' un opérateur dans SN\ (E, F'), donc Vz € Eona

IT(x)]| = sup [(T(z),y7)],

+
y*E€Bp.

S
VR
S

"E-F
* —~
o~y
—~
Ny
*
*
S~—
S~—
hd*
oW
=
(Y]
—~
Neg
*
*
S~—
~

< sup (1) ([ (lad @) (a)

y*EB}.

hSA

< swp nf(0) ([ (sl @) sw .
E*

y*€Bf.

B =

< sup (1) ( [ (ol @)y

y*€Bf.
Donc T est un opérateur sous-linaire positif p-sommant, et

7 (T) < nj(T).

p
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Résumé

@ ans cet mémoire contenant une étude en détail d’un travail de A. BELACEL en 2016 qui géné-
ralise l'un des concepts des opérateurs homogene en particulier la classe des opérateurs Cohen
p-nucléaire au opérateurs sous linéaire positifs. Comme résultat principal il montre que ce type d’opé-
rateurs vérifier le théoréeme de domination de Pietsch.

Mots-Clés : Banach réticulé, Cohen p-Nucléaires, Idéal, homomorphisme, opérateurs homogenes,
opérateurs sous-linéaires.

Abstract

n this, containing a detailed study of a work by A. BELACEL in 2016 which realizes one of the concepts
of homogeneous operators especially the class of Cohen p-nuclear positive linear operators. As a
main result it shows that this type of operatoss to check Pietsch’s domination theorem.

Keywords : Banach lattice, Cohen p-Nuclear, Homomorphism, Homogeneous operators, Ideal,
Sublinear operators, ..
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